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4.1 연산자 수 식 체 계 (06620 1017103116200) 


앞 우 리 는 단순 조화 떨 개 문제 등 을 통하여 연산 역 
문 제 를 다룰 수 있는지 보았다. 이제 이 장 에서는 이러한 연 산 자 와 디 락 의 브 라 - 켓 표 
ㅇ 영 
역 


학의 주요 특 성 들을 살 펴 보 고자 한다. 


ㆍ 에 르 미 트 연 산 자 의 고 유 값 과 고 유 상태 
(1611010180 00620 300 116 6018607814668 800 618600 ㅁ 5[2165) 
에 르 미트 연 산 자 는 자 기 수반 연 산 자 로 2 장 에서 소 개 한 바 있다. 즉 , 연산자 4 의 수반 연산 
자 4' 가 임 의 의 두 상 태 |0>,|*> 에 대해 다 음 과 같이 정 의 되었으므로 
<40|1|0> := <%|40> , 자 기 수반 연 산 자 인 에 르 미트 연 산 자 는 항상 다음 식 을 
만 족 한 다: <41|0> =<|40> . 우 리 는 이러한 특 성 을 써서 지 금 부터 에 르 미트 
연 산 자 의 고 유 값 과 고 유 상 태 가 갖는 특 성 을 알 아 보 자. 
* 첫째, 에 르 미 트 연 산 자 의 고 유 값 은 실 수 이다. 
이를 알 아 보 기 위하여 고 유 값 0 를 갖는 고 유 상 태 | 0> 즉 , 4 ㅣ | 0> = 
가 정 하자. 그러면 고 유 상태 | > 에 대한 4 의 기 댓 값 은 다 음 과 같이 주어진 
<014|0> ㅋ =<010|10> ㅋ =0<010> ㅋ =_=0. 

그런데 자 기 수 반 연 산 자 의 정 의 를 쓰면 다 음 과 같이 쓸 수 있으므로, 
<0|14|0>=<4010>=<00|10>=0<0|10> =0｜】”, 
0= @ 가 되어 04 는 실 수 값 을 갖는다. 즉 , 모든 에 르 미 트 연 산 자 의 고 
※《 돌 째 , 서로 다른 고 유 값 을 갖는 에 르 미 트 연 산 자 의 고 유 상 태 들 
] 를 알아 보기 위하여 서로 다른 고 유 값 0 ,0 를 갖는 고유 > 

01> =00|01> ,4| 082> =0|05> 의 관 계 식 을 가 정 한 다. 그러면 다음 관계 
만 족 한다. <0|4|0 > = 이 < ㄴ 90910> 
데 4 는 자 기 수반 연 산 자 이므로 위 식은 다 음 과 같 이 도 쓸 수 있다. 
0|410.> = <40|001> = <090|10> =0<9010> =0< ㄴ 99 10 > 
, 의 <910>=0<9|101> 에서 (0-0)<02|101> = 0 을 만 족 하여야 하 
로 0 = 이면 < @8| 01> =0 이 되어야 한다. 즉 , 에 르 미트 연 산 자 의 서로 다른 고유 


고 유 상 태 들은 서로 직 교 한다. 


~ 
(8 


ㅠ 





ㅇ ㅠ 





~ 
때 0 


그 


[ 뽀 


1 ㅁ 개 


6 


010 
> 붉 
다 


ㆍ 가 환 연 산 자 들 과 공 통 의 고 유 상태 

(60101041108 02002310158 300 0010100401 ㅁ 01800613[68) 
양 자 역 학 에서 주어진 물 리 계 의 서로 가 환 하는 연 산 자 들 을 찾는 것은 매우 중 요 하다. 왜 냐 하 
면 , 이 가환 연 산 자 들은 서로 공 통 의 고 유 상 태 를 가지 주 
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든 연 산 자 들 의 집 합 (3 00200016[6 56 0 001000141108 0201731079) 은 주어진 물 리 계 의 
간 을 정 의 하 는데 필 수 적 이다. 이제 서로 가 환 하는 연 산 자 들이 왜 공 통 의 고 유 상 
는 두 연산자 4,# 를 가 정 하자: [4,2#] = 0. 그리고 
@ 를 가 정 하자 4 | 0> = 0 ㅣ >. 그러면, 두 연 
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> 
그런데 연산자 2 가 에 작 용 한 상태 


를 새로운 상태 로 표 현 하 면 2 ㅎ | 0> := | ×0> , 
위 식은 410 > = 0| # > 로 쓸 수 있다. 즉 , 새로운 상태 《 역시 의 고 유 상 태 이며 고 
유 값 은 @ 와 같은 0 를 갖는다. 즉 , 두 상태 0,” 는 서로 동 등 하며, 0 ~ %, 이때 비 례 상 


의 고 유 상 태 이고, 그 고 유 값 은 비 레 상수 임을 보여준다. 
가 환 하는 두 연 산 자 는 서로 공 통 의 고 유 상 태 를 가 집 을 보여준다. 이 경우 고 유 상태 는 
개의 고 유 값 0, 로 구 분 되므로 이를 표 시 하기 위하여 고 유 상태 를 0 

연 산 자 의 고 유 값 을 함께 알 수 있도록 


, [4,2] = 0 이면, 4|0.6> =0|00>, 2|0.,> = 0|06,> ㆍ 


0 0 


깨 고 


고 유 값 을 갖는 서로 다른 고 유 상 태 들을 우 리 는 겹 침 상 태 들 

한다. 즉 0>=0|10>,4|0> =0|0> 이면 우 

겹 쳐 있다고 한다. 그런데 이러한 겹 침 상 태 들 은 위에서 살펴본 

가환 연 산 자 들의 공 통 의 고 유 상태 관 계 에 어떠한 변 화 를 주는지 살 펴 보 기로 하자. 

먼저 4 의 두 겹 침 상 태 들 의 선 형 결 합 을 생 각 하면 | 0>+ ㅜ ㅇ |“ ㅎ > := | > (0, 
임 의 의 상수), 이 새로운 상태 ㅣ |※×> 역시 동일한 고 유 값 0 를 갖는 4 의 고 유 상 태 임 
ㅇ 


수 있다. 여기서 새로운 연산자 # 가 연산자 4 와 가 환 이 라면, |[4,#] = 0, 위 에 서 처 


> 
즈 , 0> 는 고 유 값 0 를 갖는 4 의 고 유 상 태 이다. 그런데, 위에서 본 것처럼 4 의 겹침 
상 태 들의 임 의 의 선 형 결 합 인 ㅣ > 역시 고 유 값 0 를 갖는 4 의 고 유 상 태 이 므로 우 리 는 
일 반 적 으 로 2 |0> 가 ㅣ ※×> 에 비 례 한다고 할 수 있 210>~1|1%×> 로 쓸 





수 있으므로, 그 비 례 상 수 를 / 로 표 현 하 면 다 음 과 같 있 

2#2|10>=000|10> ㅜ +010>)=0|0> 

즉 , 4 의 고 유 상 태 가 2 의 고 유 상 태 가 되지 않을 수 있 음 을 보여준다. 이는 4 의 고 유 상 
태 의 경 우 에도 마 찬 가 지 이 다. 

한편, # 가 겹 침 상 태 를 갖지 않는다면, 2 의 고 유 상 태 는 항상 4 의 고 유 상 태 가 됨을 다 음 과 
같이 볼 수 있다. 일단 2 |《> = 0 | > 라고 가 정 하면, |[4,2#] = 0 에서 

24|6> =480|6 ㅎ > =04|6> 이 되어 고 유 값 를 갖는 ( 겹 침 이 없는) 2 의 고 유 상 
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태 는 항상 상태 & 와 동 등 하여야 한다. 즉 , 4 |$ ㅎ > ~ | 6> 가 되어 4|6> = | 6> 
로 쓸 수 있다. 즉 , 겹 침 이 없는 # 의 고 유 상태 《 는 항상 4 의 고 유 상 태 가 된다. 

이를 도 표 로 표 현 하면 [ 그 림 4.11 과 같다. 즉 , 두 연 산 자 가 가 환 일 때, 겹 침 이 있는 연산자 
는 겹 침 이 없는 연 산 자 에 비해 더 많은 고 유 상 태 를 갖는다. 


0 잔 
연산자 8 는 겹 침 상 태 를 갖지 않는 경 우 의 두 연산자 


여기서 @,』,, @, 는 각각 연산자 4, 의 고 유 상 태 들의 집 합 을 표시. 


우 리 는 2 장 에서 <0%| = 야 <| ( ㅇ 는 상수) 라고 하였고, 위에서도 이 관 계 를 사 용 ㅎ 
였다. 그리고 복 소 수 의 수반 연 산 자 는 공 액 복 소 수 (60202016※ 000148316) 라 고 하였다. 먼저 복 
소 수 의 수반 연 산 자 가 왜 공 액 복 소 수 로 주 어 지 는 지 살 펴 보 기 위하여 다 음 의 디 락 브 라 - 켓 
을 생각해 보자 


"' 
그 리 코 ' 우 변 음 타 음가 윌 이 쓸 수 있다, 
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= (61) ) 0200 = (0)*<0|0> 


그러므로 ㅇ 6= ( ㅇ 01)* 가 되어야 한다. 즉 , 0! = @ 이다. 

이제 이 결 과 와 두 번째 식 을 사 용 하면 맨 위 식은 다 음 과 같이 다시 쓸 수 있다. 
<0|00> ㅋ =<000|10> ㅋ =0<|10> 

여기서 두 번째 둥 호 가 성 립 하려면 <@*%|] = ㅇ <*| 가 성 립 되어야 한다. 즉 , 
<00| =<| 가 되 어 야 한 다. 

두 번 째 로 두 연산자 4,2 의 곱 으로 된 연산자 42 의 수반 연산자 (48)! 는 어떻게 주 
질까? 이를 알 아 보 기 위하여 마 킨 가 지 로 다 음 의 디 락 브 라 - 켓 을 


<0|40|0>=<(480)0|10> 
여기서 좌 변 은 2 |0> := | > 로 놓으면 <0|4|※>=<440|×> 로 쓸 
있고, 이는 다시 <4'0|※>=<40|210>=<1,84404|10> 로 쓸 수 있 다 
즉 , (42) = 2「4『 임을 알 수 있다. 

0 


마 지 막 으로 미 분 연산자 0 := - 의 수반 연산자 77 는 무엇일까? 다 음 의 디 락 브 라 - 켓 에 
2 


서 <0|12|10> = <7101| 0> , 좌 변 은 다 음 과 같이 주어진다. 





<121058 =) 마 근 *0= 바 이 5- / 쓰 0 


이 


여기서 <“| ㅇ > 가 유 한 한 값 을 가 지 려 면 , 맨 우 변 의 첫 번째 항 은 영이 되어야 한다. 





1010 = = ) 0 =/ %- 씀 )"0 가 된다. 
이는 <0#| 0 > 와 같아야 하므로 04 = - 쓰 , 즉 4 = - 음 이다. 
위에서 얻은 두 결 과 를 함께 적 용 하면 우 리 는 운동량 연산자 2 = 응 은 가 에 르 미트 연산 
자 즉 자 기 수반 연 산 자 임을 곧 확인할 수 있다 
1 (01 70601 (0118 0 
? 고 이 가 로 -702 
여기서 [ 치 - 프 는 상 수 이 므로 연산자 고 가 환 임을 사 용 하 였다 
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